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本文首先分类了李代数 sl𝑑(C𝑞) 的权空间有限维的不可约可积模 𝑉 , 其中 C𝑞 是两
个变量的 Laurent 多项式环, 𝑞 为非零复数, sl𝑑(C𝑞) = {𝑋 ∈ 𝑀𝑑(C𝑞) | Tr(𝑋) ∈ [C𝑞,C𝑞]},
C𝑞 为两个变量的量子环面. 具体地, sl𝑑(C𝑞) = 𝐼 ⊗ [C𝑞,C𝑞]⊕ sl𝑑(C)⊗C𝑞, 其李关系如下:
[𝑋 ⊗ 𝑡𝑎, 𝑌 ⊗ 𝑡𝑏] = 𝐵(𝑋, 𝑌 )𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏] + [𝑋, 𝑌 ]⊗ 𝑡
𝑎 ∘ 𝑡𝑏
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[𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝑋 ⊗ 𝑡𝑐] = 𝑋 ⊗ [[𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝑡𝑐],
[𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝐼 ⊗ [𝑡𝑐, 𝑡𝑑]] = 𝐼 ⊗ [[𝑡𝑎, 𝑡𝑏], [𝑡𝑐, 𝑡𝑑]],
其中
[𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋,
𝑋 ∘ 𝑌 = 𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋 − 2
𝑑
Tr(𝑋𝑌 )𝐼,
[𝑡𝑎, 𝑡𝑏] = 𝑡𝑎𝑡𝑏 − 𝑡𝑏𝑡𝑎, 𝑡𝑎 ∘ 𝑡𝑏 = 𝑡𝑎𝑡𝑏 + 𝑡𝑏𝑡𝑎,




𝑋, 𝑌 ∈ sl𝑑(C), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z2, Tr(𝑋) =
∑︀𝑑
𝑖=1 𝑥𝑖𝑖, 以及 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑑(C). 得出了如果 𝑞
是 𝑁 次本原单位根, 每个那么 𝑉 同构于 ⊗
𝑖
𝑉𝑖, 其中 𝑉𝑖 是 sl𝑑𝑁(C) 的一个有限维不可约
模. 如果 𝑞 是非单位根, 那么 𝑉 是一维平凡模.
其次我们又研究李代数 𝐿 上的 Verma模, 这里李代数 𝐿 由集合 {𝑡𝛼, 𝐸(𝛼), 𝐾𝑖 | 𝛼 ∈
Z2 ∖ {(0, 0)}} 在复数域上线性张成, 李关系如下:
[𝑡𝛼, 𝑡𝛽] = 0;
[𝐾𝑖, 𝐿] = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4;

























𝐸(𝛼 + 𝛽) + 𝛿𝛼+𝛽,0𝑓(𝛼),
其中 𝛼, 𝛽 ∈ Z2 ∖ {(0, 0)}, ℎ(𝛼) = 𝛼(1)𝐾1 + 𝛼(2)𝐾2, 𝑓(𝛼) = 𝛼(1)𝐾3 + 𝛼(2)𝐾4, 𝐾𝑖 是中心
元素, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. 我们得到了 Verma 模不可约的充要条件. 当 Verma 模是可约的情况
下, 得到了其极大真子模.
















First, we classify the irreducible integrable modules for the Lie algebra sl𝑑(C𝑞), with
finite dimensional weight sl𝑑(C𝑞) spaces, where C𝑞 is the quantum torus in two variables,
𝑞 is a nonzero complex number, sl𝑑(C𝑞) = {𝑋 ∈ 𝑀𝑑(C𝑞) | Tr(𝑋) ∈ [C𝑞,C𝑞]} and C𝑞 is
the quantum torus in two variables. In details, sl𝑑(C𝑞) = 𝐼 ⊗ [C𝑞,C𝑞]⊕ sl𝑑(C)⊗C𝑞, with
the Lie bracket as follow:
[𝑋 ⊗ 𝑡𝑎, 𝑌 ⊗ 𝑡𝑏] = 𝐵(𝑋, 𝑌 )𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏] + [𝑋, 𝑌 ]⊗ 𝑡
𝑎 ∘ 𝑡𝑏
2




[𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝑋 ⊗ 𝑡𝑐] = 𝑋 ⊗ [[𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝑡𝑐],
[𝐼 ⊗ [𝑡𝑎, 𝑡𝑏], 𝐼 ⊗ [𝑡𝑐, 𝑡𝑑]] = 𝐼 ⊗ [[𝑡𝑎, 𝑡𝑏], [𝑡𝑐, 𝑡𝑑]],
where
[𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋,
𝑋 ∘ 𝑌 = 𝑋𝑌 + 𝑌 𝑋 − 2
𝑑
Tr(𝑋𝑌 )𝐼,
[𝑡𝑎, 𝑡𝑏] = 𝑡𝑎𝑡𝑏 − 𝑡𝑏𝑡𝑎, 𝑡𝑎 ∘ 𝑡𝑏 = 𝑡𝑎𝑡𝑏 + 𝑡𝑏𝑡𝑎,




𝑋, 𝑌 ∈ sl𝑑(C), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z2, Tr(𝑋) =
∑︀𝑑
𝑖=1 𝑥𝑖𝑖, 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑑(C). We get that 𝑉 ∼= ⊗𝑉𝑖,
where 𝑉𝑖 is a finite irreducible module of sl𝑑𝑁(C), if 𝑞 is a primitive 𝑁 -th root of unity.
And 𝑉 is trivial, if 𝑞 is generic.
Next, we study the Verma modules over the Lie algebra 𝐿, which is spanned by the set
{𝑡𝛼, 𝐸(𝛼), 𝐾𝑖 | 𝛼 ∈ Z2 ∖ {(0, 0), 𝑖 = 1, 2, 3, 4}} over C, with Lie bracket as follow:
[𝑡𝛼, 𝑡𝛽] = 0;
[𝐾𝑖, 𝐿] = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4;

























𝐸(𝛼 + 𝛽) + 𝛿𝛼+𝛽,0𝑓(𝛼),
where 𝛼, 𝛽 ∈ Z2∖{(0, 0)}, ℎ(𝛼) = 𝛼(1)𝐾1+𝛼(2)𝐾2, 𝑓(𝛼) = 𝛼(1)𝐾3+𝛼(2)𝐾4, 𝐾𝑖 is center
element for 𝑖 = 1, 2, 3, 4. We give the sufficient and necessary conditions for the Verma
modules to be irreducibility. And also we study when the Verma modules are reducible,
we find theirs maximal submodules.
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李群是具有群结构的流形, 是由挪威数学家 S. Lie 于1870年左右在研究微分方程的
积分曲线族在什么变换下不变时发现并给出的定义. 李代数是为研究李群时引入的. 早
期, 人们主要研究有限维李代数, 数学家 Lie, Cartan, Killing, Weyl, Serre, Chevalley 等
人在这方面做出了突出的贡献,给出了有限维复单李代数的分类,即分为𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸6,
𝐸7, 𝐸8, 𝐹4和𝐺2八类复单李代数, 并给出了他们的构造. 后来, 在数学家 Cartan 和Weyl
等人倡导下, 人们开始转向无限维李代数的研究, 并取得一系列的成果. Kac-Moody 李
代数, 是由 Kac 和 Moody 分别独立研究, 并给出定义的一类李代数. 根据不可分解的
广义 Cartan 矩阵的不同分为有限维单李代数, 仿射 Kac-Moody 李代数以及不定型的
Kac-Moody 李代数. 其中仿射 Kac-Moody 李代数, 作为有限维复单李代数的自然推广,
是一类很重要的无限维李代数. 众所周知, 仿射 Kac-Moody 李代数的权空间有限维的
不可约可积模已给出了分类, 见文献[5, 6, 7], 即如果中心作用非平凡, 这些模是高权模
或是低权模; 如果中心作用平凡, 这些模是 Loop 模. 作为仿射 Kac-Moody 李代数的自
然推广, 文献[9]引进了扩张仿射李代数(EALA)的概念. Allison, Azam, Berman, Gao 和
Pianzola 等人在文献[1, 3]中对其根系进行了分类. 随着扩张仿射李代数引起越来越多
人的关注, EALA 的表示理论自然得到很大发展, 其中 Rao 等人在这方面有很多的工
作. Toroidal 李代数和由坐标环面为量子环面确定的李代数是很重要的两类高维仿射李
代数. Toroidal 李代数的权空间有限维的不可约可积模在文章[12, 13]中给出了完整的分
类. 正如前面所说的, 扩张仿射李代数的坐标代数并非一定是洛朗多项式环, 也可能是
量子环面, 约当环面或交错环面, 具体和李代数的类型有关(参见文章 [1, 2, 3, 4, 16]). 例






映射的泛中心扩张, 也就是说, 它们以单变量的洛朗多项式环为其坐标代数. 单变量的
洛朗多项式环的导子李代数称为Witt 代数, 而Witt 代数的泛中心扩张称为 Virasoro
代数. Virasoro 代数的表示在仿射 Kac-Moody 李代数可积模的构造以及其结构分析















示在 moonshine 模以及顶点算子代数的构造和结构分析中也有许多应用(见[37]). 此




Heisenberg-Virasoro 代数的推广. 秩为1的 Heisenberg-Virasoro 代数𝐻𝑉 𝑖𝑟是李代数𝒟的
一维泛中心扩张, 其中李代数𝒟首先给出在文章[17]. 李代数𝒟是复数域上一向量空间,
有一组基{𝑡𝑛, 𝑑𝑛 = 𝑡𝑛+1 𝑑𝑑𝑡 |𝑛 ∈ Z}, 李关系如下:
[𝑡𝑛, 𝑡𝑚] = 0, [𝑑𝑖, 𝑡
𝑛] = 𝑛𝑡𝑖+𝑛, [𝑑𝑖, 𝑑𝑗] = (𝑗 − 𝑖)𝑑𝑖+𝑗,
并且𝐻𝑉 𝑖𝑟的李关系如下:





𝑛] = 𝑛𝑡𝑚+𝑛 + (𝑚2 −𝑚)𝛿𝑚+𝑛,0𝑐2,
[𝑡𝑚, 𝑡𝑛] = 𝑚𝛿𝑚+𝑛,0𝑐3, [𝑐𝑖, 𝐻𝑉 𝑖𝑟] = 0, 𝑖 = 1, 2, 3.
可以看出李代数𝐻𝑉 𝑖𝑟包含一个 Heisenberg 代数和一个 Virasoro 代数作为子代数. 在文
章 [20], 作者把秩为1的 Heisenberg-Virasoro 代数推广到秩为2的情况. 更详细的, 令𝐴代
表洛朗多项式环C[𝑡±11 , 𝑡±12 ], 𝐵为 𝐴的斜导子构成的集合. 可得𝐵是复数域上的线性空间,
有下面一组基,
{𝐸(𝛼) | 𝐸(𝛼) = 𝑡𝛼(𝛼(2)𝑑1 − 𝛼(1)𝑑2)},
其中 𝛼 = (𝛼(1), 𝛼(2)) ∈ Z2, 𝑡𝛼 = 𝑡𝛼(1)1 𝑡
𝛼(2)
2 , 𝑑1, 𝑑2是𝐴的度导子. 令?̃? = 𝐴 ⊕ 𝐵. 那么?̃?可
以看作李代数, 李关系如下:

















= 𝛽(1)𝛼(2) − 𝛼(1)𝛽(2). 令?̃?′是李代数?̃?的导出子李代数. 可得?̃?′
是完备的. 令李代数𝐿是?̃?′的泛中心扩张, 其李关系如下:
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